
高温作业专用服装设计 

摘要 

 本文主要研究高温作业专用服装设计，以 Fourier 定律和能量守恒定律为理

论依据，建立了基于热传导方程的温度分布模型，借助追赶法求解。 

 在问题一温度分布模型求解中。首先，基于 Fourier 定律和能量守恒定律，

建立的基于热传导方程的温度分布模型。基于牛顿冷却定律，借助枚举法，确定

空气与皮肤表面的转化系数，并给出初值温度 37 度、左边界 Dirichlet 边值条件，

右边界 Robin 边值条件，及基于临界面热流量密度和温度相等的耦合条件。其次，

将连续定解区域作网格剖分，用隐式向后差分格式对原微分方程组离散化，得到

三对角线性方程组，借助追赶法求解，得到时间与空间维度下的温度分布，见

problem1.xlsx。最后，对模型进行误差分析，定义偏差指数 f 并求得其值为 0.4593， 

最大误差为 1.99。 

 在问题二求 II 介质最优厚度问题中，建立单目标优化模型。首先，基于对服

装成本和舒适度的考虑，制定 II 介质厚度的“最优”准则——最小厚度为最优，

进而确定优化目标；其次，确定约束条件：初值温度 37 度、左边界 Dirichlet 边

值条件、右边界 Robin 边值条件、基于临界面热流量密度和温度相等的耦合条件

及题目对于温度的限制条件；然后，用循环遍历的枚举法，借助 matlab 搜索出

II 介质的最优厚度为 19.3mm。最后，对单目标优化模型作灵敏性分析，最优厚

度与温度呈现线性关系。 

在问题三求 II、IV 介质厚度的问题中，建立多目标优化模型。首先，从成本

与穿着舒适度两方面，制定“最优”准则，并确定两个不同的优化目标；然后，

借助 matlab 采用双重 for 循环枚举遍历，搜索出 II 介质的最优厚度为 21.7mm，

IV 层介质的最优厚度为 6.4mm。  
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一、问题重述 

在高温环境下工作时，人们需要穿着专用服装以避免灼伤。专用服装通常由

三层织物材料构成，记为I、II、III层，其中I层与外界环境接触，III层与皮肤之

间还存在空隙，将此空隙记为IV层。 

为设计专用服装，将体内温度控制在37ºC的假人放置在实验室的高温环境

中，测量假人皮肤外侧的温度。为了降低研发成本、缩短研发周期，请你们利用

数学模型来确定假人皮肤外侧的温度变化情况，并解决以下问题： 

(1) 专用服装材料的某些参数值由附件1给出，对环境温度为75ºC、II层厚度为6 

mm、IV层厚度为5 mm、工作时间为90分钟的情形开展实验，测量得到假人皮肤外

侧的温度（见附件2）。建立数学模型，计算温度分布，并生成温度分布的Excel

文件（文件名为problem1.xlsx）。 

(2) 当环境温度为65ºC、IV层的厚度为5.5 mm时，确定II层的最优厚度，确保

工作60分钟时，假人皮肤外侧温度不超过47ºC，且超过44ºC的时间不超过5分钟。 

(3) 当环境温度为80时，确定II层和IV层的最优厚度，确保工作30分钟时，假人

皮肤外侧温度不超过47ºC，且超过44ºC的时间不超过5分钟。 

 

二、问题分析 

2.1 问题一分析 

问题一，建立基于热传导方程的温度分布模型，确定在一维空间中介质在不

同时刻，不同厚度下的温度。在模型建立时本文首先借助导热基本定律——傅里

叶定律和能量守恒定律推导热传导方程。 

其次简化问题，将四个介质层视为两个新的介质层介质 a、介质 b，在只有 a、

b 介质层的情况下，基于临界处温度与热流量密度相同进行二层耦合。 

最后，将二层耦合推广到四层耦合，建立基于热传导方程的的温度分布模型。

模型的求解采用隐式向后有限差分近似对方程进行离散化处理，给出方程的差分

格式并整理得到代数方程组，采用追赶法求解方程组，得到时间与空间维度下的

温度分布情况。 

2.2 问题二分析 

问题二，求解 II 层介质最优厚度是一个最优化问题，首先从服装成本与穿着

舒适度两个方面讨论“最优”标准的制定，确定优化问题的目标为 II 层介质厚

度最小。 

其次，考虑问题二关于假人皮肤外侧温度的两个要求，同时结合问题一建立

的基于热传导方程的温度分布模型，确定最优化问题的约束条件，从而建立 II

层最优厚度的单目标优化模型。 

问题二模型的求解利用循环遍历的变步长枚举法，对 II 层介质的所有可能厚

度进行遍历，求出满足约束条件的最小厚度。 

2.3 问题三分析 

问题三，求解 II，IV 两层的最优厚度是一个多目标的优化问题。 

首先，从服装成本与穿着舒适度两个方面考虑，分别制定出不同方面下的“最

优”厚度标准，确定多目标优化问题的两个不同的目标。 
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其次，基于问题一建立的基于热传导方程的温度分布模型，考虑问题三提出

的两个要求，给出最优化问题的约束条件，分别建立目标是服装成本最低和穿着

舒适度最高的两个 II，IV 层厚度优化模型。 

问题三模型的求解采用双重循环遍历的枚举法，借助 matlab 对 II介质与 IV

介质厚度同时进行双重循环遍历，搜寻服装成本最低和穿着舒适度最高这两个目

标下 II，IV 层介质的最优厚度。 

三、模型假设 

1．假设四层介质均匀，且保持各项同性。 

2．假设每层介质的热传导率在各个方向相同。 

3．假设在第四层介质中，不考虑空气对流。 

4．假设外界无辐射。 

 

四、符号说明与名词解释 

4.1符号说明 

符号 说明 

iL  第 i 层介质的厚度，i=1,2,3,4 

( , )iu x t  第 i 层介质在 t 时刻厚度 x 下的温度，i=1,2,3,4 

( , )iju x t   第 i 层介质在第 j 时间层中 t 时刻下的厚度 x 时的温度，i=1,2,3,4 

q 热流量密度 

ic   第 i 层介质的比热，i=1,2,3,4 

i   第 i 层介质的密度，i=1,2,3,4 

i   第 i 层介质的热传导率，i=1,2,3,4 

Q 单位时间通过截面的热量 

h 空气与皮肤的转化系数 

i   第 i 层与第 i+1 层介质的临界面，i=1,2,3 

 

4.2名词解释 

（1）比热：是指没有相变化和化学变化时，一定量均相物质温度升高 1K 所需
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的热量，单位为： oJ kg C 。 

（2）热传导率：是物性参数，在数值上等于单位温度梯度作用下单位时间内单

位面积的热量，单位为： oW m C 。它与物质的结构与状态密切相关，与几何形

状无关。 

（3）冷却系数：是空气与皮肤的转化系数，空气自然对流下大致范围是[5,25]。 

 

五、模型建立与求解 

实际问题的数学化处理： 

在高温作业过程[1]中，实际为三维立体的空间温度扩散。由于不计空气对流，

不考虑人的体积，因此忽略高度与宽度这两个维数，将服装的三层材料与空气层，

简化为只与厚度 L 有关的一维空间，如图 1 下： 

 
图 1  一维简化图 

其中，I、II、III 为服装的三层织物材料，IV 为 III 层与皮肤间的空气层，且

I 层与外界环境接触。并分别将 I、II、III、IV 层记为四层介质。 

5.1 问题一：确定温度分布情况 

针对问题一，需要建立数学模型，计算温度分布。由一维简化图可知：只需

要确定在一维空间中介质在不同时刻，不同厚度下的温度。 

首先，借助导热基本定律——Fourier 定律和能量守恒定律推导热传导方程。 

其次，简化问题，将 I、II、III、IV 四个介质层视为两个新的介质层介质 a、

介质 b，在只有 a、b 介质层的情况下，进行二层耦合。 

最后，将二层耦合推广到四层耦合，建立基于热传导方程的温度分布模型。

模型的求解采用隐式向后有限差分近似对方程进行离散化处理，给出方程的差分

格式并整理得到代数方程组，采用追赶法求解方程组，得到时间与空间维度下的

温度分布情况 

5.1.1两大定律——Fourier定律和牛顿冷却定律 

 在求解温度分布过程中，由于热量随时间进行扩散，因此本文考虑导热现象

和冷却现象。 

（1）Fourier 定律 

① 热量与热流密度 
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 在导热现象中，单位时间内通过截面面积为 S 的截面所传递的热量 Q，正比

例于垂直于该截面方向上的温度变化率，但热量传递的方向与温度升高的方向相

反，如下图 2 所示： 

 
图 2  Fourier 定律示意图 

 傅里叶定律表达式为： 

 =
Q u u

Q S
S x x


 

  −
 

  (1) 

用热流密度表示为： 

 
u

q
x




= −


  (2)  

其中：负号表示热量传递的方向与温度升高的方向相反； 

x 表示从外界到皮肤的厚度，为空间坐标； 

      u=u(x,t) 表示关于厚度 x 和时间 t 的函数； 

   
u

x




 表示温度沿 x 轴方向的变化率； 

     表示热传导率，均匀介质中为一固定数值。 

② 一维空间中热流密度矢量 

 本文考虑在一维空间下温度分布，即只有一个坐标 x（表示厚度），具体见下

图 3： 

 

图 3  单介质示意图 

则热流密度矢量的形式为： 
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u

q gradu n
n

 


= − = − 


  (3) 

其中：gradu 是一维空间某厚度下的温度梯度； 

   n  是在临界面的外法向向量。 

（2）牛顿冷却定律 

 牛顿冷却定律是温度高于周围环境的物体向周围媒质传递热量逐渐冷却时

所遵循的规律[4]。具体的表述为：当物体表面与周围存在温差时，单位时间从

单位面积散失的热量与温度差成正比，比例系数为热传导率。 

计算公式为： ( 37)
u

h u
n




− = −


空  。 

5.1.2热传导方程的推导 

（1）基于 Fourier 热传导定律的热量的微元算式  

 在上述 Fourier 定律推导过程[3]中，得到热量的微元算式如下： 

 
u

dQ dsdt u d Sdt
n

 


= − = −  


  (4) 

（2）流入热量与吸收热量 

 从
1 2t t  时间段内，流入介质内部的热量为： 

 
2

1
1=

t

t S

u
Q ds dt

n

 

  
     (5) 

 并将（5）式借助高斯公式化简为： 

 
2 2

1 1
1= =

t t

t S t

u u
Q ds dt dx dt

n x
 
    

       
       (6) 

 介质内温度升高吸收的热量为： 

 2 2 1= [ ( , ) ( , )]Q c u x t u x t dx −   (7) 

其中，c 为比热，   为密度。 

 并将（6）式化简为： 
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2

1

2

1

2 2 1= [ ( , ) ( , )]

( , )
    =

( , )
    =

t

t

t

t

Q c u x t u x t dx

u x t
c dt dx

t

u x t
c dx dt

t







−

 
  

 
  



 

 

  (8) 

（3）基于能量守恒定律建立能量关系 

由能量守恒定律，有 1 2Q Q=  ，即： 

 
2 2

1 1

( , )
=

t t

t t

u u x t
dx dt c dx dt

x t
 
    

       
      (9) 

因此，有
2

2

u u
c

t x
 
 

=
 

 ，即
2

2

2
=

u u
a

t x

 

 
 ，且 2 =a

c




 。 

其中，  表示为介质的热传导率；c  表示为介质的比热，  表示为介质的

密度。 

最终推导的热传导方程为：
2

2

2
=

u u
a

t x

 

 
， 2 =a

c




 

5.1.3 二层耦合介质温度分布模型的建立 

 首先，在只有介质层 a、b 的情况下，建立二层耦合的温度分布模型。先确

定在不同介质中的热传导方程，再根据在同一临界面具有相同的热流量密度和温

度进行二层耦合。 

 其次，将二层耦合扩展为四层耦合，确定完整的温度分布模型。 

详细图解如下图 4： 

 
图 4 两层耦合图 

 

Step1：确定介质 a、介质 b 的热传导方程。 
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由 5.1.2 的热传导方程推导过程可知： 2 =a
c




，则带入相应的热传导率  ，

比热 c，密度   ，分别确定介质 a、b 的热传导方程，见表 1。 

表 1  介质 a、介质 b的热传导方程 

 热传导方程 方程参数 空间范围 

介质 a 
2

21 1
1 2

u u
a

t x

 
=

 
 

2 1
1

1 1

=a
c




  10,x d  

介质 b 
2

22 2
2 2

u u
a

t x

 
=

 
 

2 2
2

2 2

=a
c




  1 2,x d d  

  

Step2：确定耦合条件。 

① 由介质临界面的热流量密度相同，确定第一耦合条件。 

根据 Fourier 热传导定律，在导热过程中，两相邻介质临界面处热流量密度

相同，得到： 

 

1 1

1 2
1 2

1 2d d

u u

n n
 
 

=
 

  (10) 

其中， 1n  , 2n 分别表示介质 a、介质 b 在临界面上的外法线方向； 

1  ， 2 分别表示介质 a、介质 b 上的热传导率。 

② 由介质临界面的温度相同，确定第二耦合条件。 

根据两介质临界面处温度相同，得到任意时刻的临界面处温度等价关系： 

 
1 1

1 2d d
u u=   (11) 

③ 完整耦合条件的确立。 

由（9）式和（10）式可得，两层耦合状态下的耦合条件为： 

 
1 2

1 1

1 2
1 2

1 2

1 2

d d

d d

u u

n n

u u

 
  

=  


=

  (12) 

Step3：确定两层耦合介质的初边值条件。 

① 确定初值条件。 
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在 t=0 时刻，介质 a、介质 b 的温度均与假人的恒定皮肤外侧温度相同，即

均为 37 oC  ，由此确定初值条件为： 

 
1 1

2 1 2

( ,0) 37    [0, ]

( ,0) 37    [ , ]

u x x d

u x x d d

= 


= 
  (13) 

② 确定边值条件。 

第一，左边界条件的确定。介质 a 左侧与外界接触，因而其温度与恒定的外

界温度相同，故方程的左边界 Dirichlet 边值条件为： 

 
1(0, ) 75    [0, ]u t t T=    (14) 

 第二，右边界条件的确定。介质 a 接受了温度为 75 oC 的外界传递的热量，

并将热量继续传递给介质 b，并由附件 2 提供的数据可知：介质 b 右边界的温度

始终高于假人皮肤的温度 37 oC 。进而，介质 b 右边界与假人皮肤发生热量交换，

相当于对介质 b 产生冷却作用。此时，假人相当于冷却源，这个热量传递过程遵

循牛顿冷却定律。 

 依据牛顿冷却定律，给出 Robin 右边界条件： 

 4 5

4

( )h

u
h u u

n



− = −


  (15) 

其中， hu  表示为介质 b 在贴近假人皮肤处的温度值； 5u 表示为假人内部恒

定温度，即 37 oC ； 

   h 为介质与皮肤之间的转化系数，即冷却系数。 

由（13）式和（14）式，确定的热传导方程的完整的边值条件为： 

 
1

4 5

4

(0, ) 75    [0, ]

( )    h

u t t T

u
h u u

n


= 



− = − 

  (16) 

Step4：确定转化系数 h 的值。 

Step5：确定二层耦合介质温度分布模型。 

根据以上三个步骤，分别得到了热传导方程以及初值条件、边值条件和耦合
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条件，则在只有两介质的情况下，确立基于热传导方程的二层耦合温度分布模型： 

 

 

 

1 2

1 1

2
21 1
1 12

2
22 2
2 1 22

2 1
1

1 1

2 2
2

2 2

1 2
1 2

1 2

1 2

1 1

2 1 2

1

             0,       

            ,

=

=

( ,0) 37               [0, ]

( ,0) 37               [ , ]

(0, )

d d

d d

u u
a x d

t x

u u
a x d d

t x

a
c

a
c

u u

n n

u u

u x x d

u x x d d

u t









 

 
= 

 

 
= 

 

 
=

 

=

= 

= 

4 5

4

75                [0, ]

( )b

t T

u
h u u

n
























= 
 
− = −


  (17) 

5.1.4 基于热传导方程的温度分布模型的建立 

 在二层耦合介质的基础上，用相同的方法，扩展为四层介质。四层耦合

介质图如下所示： 

 

图 5 四层耦合介质图 

Step1：确定四层介质的热传导方程。 

 

2 4
2

1 02 1

2

                       [ , ], 0     

                              1,2,3,4

i i
i i i

i

i
i

i i

u u
a x L L L

t x

a i
c





−
=

 
=  =

  

 = =


  (18) 

Step2：确定耦合条件、初值条件及边值条件。 

（1）相邻两介质的临界面共有 3 个，即： 1  ，
2 ，

3 。在每一个临界面
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的热流量密度和温度相同，可得到两个耦合条件。因此在三个临界面上共确定 6

个耦合条件，详见温度分布模型； 

（2）由 t=0 时刻，四层介质的温度均与假人的恒定皮肤外侧温度相同，确定

初值条件： 

 ( ,0) 37   1,2,3,4iu x i= =   (19) 

（3）由介质 I 左侧与外界温度相同，确定左边界 Dirichlet 边值条件： 

 
1(0, ) 75u t =   (20) 

由介质 IV 右侧与假人进行热量传递，依据牛顿冷却定律，确定右边界 Robin

边值条件： 

 4
4 5( )h

u
h u u

x



− = −


  (21) 

 Step3：确定转化系数 h 的值。 

首先，查阅文献资料知：转化系数 h 的范围是[5,25]。 

其次，通过附件 2 给出的不同时刻下假人皮肤表面的温度值，借助变步长多

次枚举法确定最佳转化系数的值。 

具体过程如下： 

① 粗略估计转化系数 h 的值。将 h=8，h=9，与实际数据用 matlab 进行数据

处理绘制如下对比图： 

 

图 6  在不同转化系数 h下的皮肤温度变化图 

由上图可知：红色实线为实际数据温度变化情况；h=8 即黄色实线，在实

际数据的上方；h=9 即蓝色实线，在实际数据的下方。因此得到最佳吻合的

转化系数 h 值介于区间[8,9]之中。 
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② 设置的步长为 0.01，在[8,9]范围内，经 matlab 枚举遍历，确定 h 的值在

8.62 左右。 

③ 为达到 0.0001 的精度，进一步缩小 h 的步长为 0.0001， [8.1,8.3]范围内，

再次经 matlab 枚举遍历，确定最佳转化系数 h 的精确值为 8.6125。 

故，空气与皮肤的转化系数 h= 8.6125。 

Step4：得到最终的基于热传导方程的温度分布模型： 

 

1 1

1 1

2 2

2 4
2

1 02 1

2

1 2
1 2

1 2

32
2 3

2

                       [ , ], 0     

                              1, 2,3,4

                                    

i i
i i i

i

i
i

i i

u u
a x L L L

t x

a i
c

u u

x x

u u

uu

x x

u





 

 

−
=

 

 

 



 
=  =

 

= =

 
=

 

=


=

 

2 2

33

3 3

3

3 4
3 4

3 4

1

4
4 5

                                   

                                   

( ,0) 37            1, 2,3,4                        

(0, ) 75

( )

              

i

h

u

u u

x x

u u

u x i

u t

u
h u u

x

 







 

=

 
=

 

=

= =

=


− = −



                       































  (22) 

说明：
2

2

2

i i
i

u u
a

t x

 
=

 
 （ 2 i

i

i i

a
c




= ），表示在第 i 个介质中的热传导方程； 

   hu  表示为 IV 层介质在贴近假人皮肤处的温度值； 

   5u  表示为假人内部恒定温度，即 37 oC ； 

   h 表示为空气与皮肤的转化系数，即空气冷却系数，其值为 8.6124。 

1 1

1 1

1 2
1 2 1 2    

 

u u
u u

x x
 

 
 

 
= =

 
，

，表示介质 I 与介质 II 的两个耦合条件， 
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2 2

2 2

32
2 3 2 3

uu
u u

x x
 

 
 


= =

 
，  ，表示介质 II 与介质 III 的两个耦合条件； 

3 3

33

3 4
3 4 3 4   

u u
u u

x x
 

 


 
= =

 
， ，表示介质 III 与介质 IV 的两个耦合条件； 

( ,0) 37    1,2,3,4  iu x i= =， ，表示热传导方程的初值条件； 

1(0, ) 75u t =  ，表示热传导方程的左边界 Dirichlet 边值条件； 

4
4 5( )h

u
h u u

x



− = −


 ，表示热传导方程的右边界 Robin 边值条件。 

5.1.5 基于热传导方程的温度分布模型的求解 

（1）求解方法分析 

在 5.1.4 中建立的温度分布模型（20）属于抛物型方程，因边值条件条件复

杂难以求得解析解。本文采用有限差分法：将连续的定解区域用有限个离散点构

成的网格来代替；把定解区域上的连续变量的函数用网格上定义的离散变量的函

数来近似；把原方程和定解条件中的微商用差商来近似。最终，把原微分方程和

定解条件用代数方程组来代替，即有限差分方程组。解此方程组就可以得到原问

题在离散点上的近似值。 

 常用的差分格式有：向前差分格式、向后差分格式和C-N差分格式（即

Crank-Nicolson差分格式）。 

 在向前差分格式中，要求时间步长与空间步长的比 0.5r   ，即时间步长要

比空间步长小得多。若不满足此条件，极易发生解的爆破。在本文温度分布模型

中，时间步长与空间步长达到 50，远远大于 0.5，因此不适合用向前差分格式。

此外，向前差分格式为显式格式，难以进行多层介质的耦合。 

 在 C-N 差分格式中，稳定性好精度高，计算在交叉点处的函数值，具体如下

图 7 所示： 

 

图 7 C-N差分格式图 

 在向后差分格式中，具有无条件稳定的特点，选取第 j+1 时间层相邻的三个

结点进行 u 对 x 二阶偏导的近似，选取第 j+1 时间层与第 j 时间层的相邻两个结

点进行对 u 对 t 一阶偏导的近似，具体如下图 8 所示： 
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图 8 向后差分格式图 

（2）温度分布模型的具体求解过程： 

经过上述三种差分格式的比较，本文采用向后差分格式求解，并借助迭代法

求解。求解流程如下图 9 所示： 

 

图 9  温度分布模型求解流程图 

Step1：对求解区域进行网格剖分。 

求解区域记为   = ( , ) 0 ,0x t x L t T     ，其中
4

1

= i

i

L L
=

 且 iL 为第 i 层介

质的厚度。对此求解区域进行网格剖分，具体如下： 

① 在空间维度上，将区间 1[0, ]L 做
1M 等分，将区间

1 2[ , ]L L 做
2M 等分，将区

间
2 3[ , ]L L 做

3M 等分，将区间
3 4[ , ]L L 做

4M 等分。 

记
1

    1,2,3,4
i

i l

l

m M i
=

= = ，  。 

记 i
i

i

L
x

M
 =  ，

ix  表示为第 i 层介质的空间步长。 
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② 在时间维度上，将区间[0, ]T 作 n 等分，并记
T

t
n

 = ， t 为时间步长。 

③ 用两组平行直线簇
,1

,1

i

j

x x i m

t t j n

=  

=  

 将分割成矩形网格，见下图 10： 

 

图 10 网格剖分图 

Step2：建立隐式向后差分格式。 

定义上的网格函数，  41 1,1 1iju u i m j n=   +   + ，其中 ( , )ij i ju u x t= ，

且有
41 1,1 1i m j n  +   +  。 

考虑温度分布模型（20）中的热传导方程中的右端项，略去小量项，用二阶

中心差商代替 u 对 x 的偏导数，得到： 

 
2

1 12 2

1
( , ) [ ( , ) 2 ( , ) ( , )]

( )
i j i j i j i j

u
x t u x t u x t u x t

x x
− +


= − +

 
  (23) 

 考虑温度分布模型（20）中的热传导方程中的左端项，用一阶向前差商代替

u 对 t 的一阶偏导数，得到： 

 1

1
( , ) [ ( , ) ( , )]i j i j i j

u
x t u x t u x t

t t
+


= −

 
  (24) 

建立差分格式的具体步骤如下： 

① 在结点处考虑不同介质下的热传导方程，得到介质内部的差分格式。 

第 i 层介质的热传导方程为：
2

2

2
 ,  1,2,3,4k k

k

u u
a k

t x

 
= =

 
 ，则相应的差分格

式为： 

 
1 1 1 1

, 1 , 12

2

2
0

( )

i i i i i

kj kj k j kj k j

k

u u u u u
a

t x

+ + + +

− +− − +
−  =

 
  (25) 
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其中， i

kju  表示第 k 层介质在 ( , )i jx t 结点处的温度， 1,2,3,4 ;  1,2, ,k j m= = 。 

② 依据热流量密度的耦合条件，得到介质边界处的差分格式。 

在临界面
1 2 3  、 、  处，关于热流量密度的耦合条件为： 

1
1 , 1,2,3

k k

k k
k k

u u
k

x x
  +

+

 

 
= =

 
 

则得到相应的差分格式为： 

 

1 1 1

, 1 , 1, 2 1, 1

1

1

 ,  1,2,3k k k k

i i i i

k m k m k m k m

k k

k k

u u u u
k

x x
 

+ + +

+ + + + +

+

+

− −
=  =

 
  (26) 

③ 依据第 IV 层介质右侧 Robin 边值条件，得到边界
4  上的差分格式。 

第 IV 层介质边界
4 处，满足温度分布模型（20）的条件 4

4 5( ) h

u
h u u

x



− = −


， 

可得到相应的差分格式为： 

 4 4

4

1 1

1 1

4

4

( 37)

i i

m m i

m

u u
h u

x


+ +

− +
−

− = −


  (27) 

 综合①②③，得到温度分布模型（20）的隐式向后有限差分近似如下： 

4 4

4

1 1 1 1

, 1 , 12

2

1 1 1

, 1 , 1, 2 1, 1

1

1

1 1

1 1

4

4

1

1

2
0           1, 2,3,4 , 1,2, ,

( )

      1, 2,3

( 37)

75   

k k k k

i i i i i

kj kj k j kj k j

k

i i i i

k m k m k m k m

k k

k k

i i

m m i

m

i

u u u u u
a k j m

t x

u u u u
k

x x

u u
h u

x

u

 



+ + + +

− +

+ + +

+ + + + +

+

+

+ +

− +

+

− − +
−  = = =

 

− −
=  =

 

−
− = −



=

1

, 1 1, 1

                                                       1, 2, ,

37                                                           1, 2,3,4 , 1,2, , 1

                            
k k

kj

j j

k m k m

i n

u k j m

u u+ + +

=

= = = +

=                   1, 2,3 ,  1,2, , 1 k j n
















= = +

  (28) 

其中，（26）式中第一式、二式及三式在步骤①、步骤②及步骤③中已做详

细说明；（26）式第四式，为基于热传导方程的温度分布模型（20）中左边界

Dirichlet 边值条件；（26）式第五式，为温度分布模型（20）中初值条件；（26）

式第六式，为温度分布模型（20）中基于温度的耦合条件条件。 

Step3：将差分格式整理为代数方程组。 

①差分格式（26）中，第一式可整理为： 
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, 1

1

, 1(1 2 )  
k i

j j j j

k ki k i kir u r u ru u
−

−

+− + + − =   (29) 

其中， =1,2,3,4  , 2   , 2k i m j m     。 

   
2( )

k k
k

a t
r

x


=


 ，表示为第 k 层介质剖分的步长比。 

②差分格式（26）式中，第二式可整理为： 

 1 1 11 1
, , 1 1, 2

1 1

( ) 0
k k k

i i ik k k k
k m k m k m

k k k k

u u u
x x x x

   + + ++ +
+ + +

+ +

− + + − =
   

  (30) 

③差分格式（26）式中，第三式可整理为： 

 
4 4

1 14 4
4, 1 4,

4 4

( ) 37i i

m mu h u h
x x

 + +

−− + + =
 

  (31) 

由①②③可将差分格式（26）写成如下矩阵形式： 

1

1

1

12
1 1 1

13
1 1 1

1 1 1 1

1
1 1 2 1

1

1 1
1 1 2 1

3 3 34

3,3 3 4 3

4 4 4

4 4 4

4 4

4 4

1+2

1+2

1+2

1 2

1 2

i

i

i

m

i

m

m

u
r r

u
r r r

r r r
u

ux x x x

ux x x x

r r r

r r r

h
x x

   

  

 

+

+

+

+

+

− 
 
− −

 
 
 

− − 
 

− + − 
    

 
 
 

− + −
    
 

− + − 
 
 
 − + −
 
 − +
   

1

33

33

44

44

1

12 1 11

1

13

1

1

11
3, 11

11
4, 14, 2

11
4, 14, 1

11
4,4,

0

i i

i

i

m

ii
m

ii
mm

ii
mm

ii
mm

u ru

u

u

u

uu

uu

uu

+

+

+

++
++

++
++

++
−−

++

   +
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   

=   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   

  

 

Step4：利用追赶法解三对角线性方程组 

 在 step3 中，得到的代数矩阵为三对角线性方程组 AU=b，一般可用 matlab

求逆命令求解 U，但因本题中系数矩阵规模较大，且除主对角线和两个次对角线

之外，其余元素均为 0，因而求逆解方程组会导致浪费内存、程序运行缓慢。因

此本文利用追赶法求解三对角线性方程组。 
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 算法步骤如下图 11 所示： 

 

图 11 追赶法求解三对角线性方程组 

 

Step5：每一时间层上的温度分布情况 

根据追赶法，求得不同时刻不同厚度下的温度分布情况。具体 5 个临界面处

的温度分布情况见表 problem1.xlsx，如下为部分温分布情况。 

表 2 部分温度分布表 

时间/s 临界面 I  临界面 II 临界面 III 临界面 IV 

0 37 37 37 37 

360 72.77 69.34 62.11 46.89 

720 74.18 72.48 64.88 47.98 

1080 74.29 72.73 65.10 48.07 

1440 74.3 72.75 65.12 48.08 

1800 74.3 72.75 65.12 48.08 

2160 74.3 72.75 65.12 48.08 

2520 74.3 72.75 65.12 48.08 

2880 74.3 72.75 65.12 48.08 

3240 74.3 72.75 65.12 48.08 

 

表 2 中的数据，是四层介质的四个临界面相同时间间隔 360t s = 下的温度

值。绘制成温度关于时间的二维曲线，如下图 12 所示： 
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图 12  在不同时刻下临界面处的温度变化情况 

由表格 2 和图 12 分析可知：I、II 介质在临界面处温度随时间缓慢降低，当

时间 t=1440s 时，I 介质温度达到稳定值 74.3 oC ；当时间 t=1440s 时，II 介质温

度达到稳定值 72.75 oC 。II 介质在临界面处的温度随时间降低，但比 I、II 介质

降得快,当时间 t=1440s 时，温度达到稳定值 65,12 oC ；空气层 IV 介质温度降低

且速度最快，当时间 t=1440s 时，温度达到稳定值 48.08 oC 。 

在转化系数 h=8.6125 的条件下，不同时刻不同厚度的温度变化情况如下图所

示： 

 

图 13  不同时刻不同厚度的温度变化图 

根据图 13，将表格 problem1.xlsx 中的离散数据在 matlab 中绘制成三维曲面

图。其中，x 轴表示对时间维度作剖分 0~5400s；y 轴表示对空间维度作剖分，将

I 介质的厚度 1L 做 6 等分，将 II 介质的厚度 2L 做60等分，将 III 介质的厚度 3L 做
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36 等分，将区间 4L 做 50 等分；z 轴表示温度的变化情况。曲面图形在不同时刻

临界面处的温度与表格反映的内容一致。 

5.1.6 问题一模型的检验 

问题一中，通过求解四层耦合介质的温度分布模型，可得到任意厚度的介质

在每一时刻的温度。将 IV 层介质右侧与皮肤直接接触的临界面的温度与题目中

附件 2 假人皮肤外侧的测量温度进行对比，可检验求解结果的正确性。 

假设时间层 it 下通过模型解得的温度为 iu ，附件 2 所给的温度为
iv ，本文定

义求解结果与题目所给数据之间的偏差指数 f，用于表示求解得到的温度与附件

2 温度的差值平方和的平均值， 

 

5401
2

1

( )

5401

i i

i

u v

f =

−

=


   (32) 

对 c 的数值开根号进行标准化处理，得到标准化后的偏差 

 

5401
2

1

( )

5401

i i

i

u v

f =

−

=


  (33) 

通过利用 matlab 编程计算，得到标准化后的偏差为 0.459= 3 <0.5f ，说明其

IV 层介质右侧与皮肤直接接触的临界面的温度分布与题目中附件 2 假人皮肤外

侧的测量温度分布较为接近，说明求解结果具有较好的近似性，求解结果的正确

性得到验证。 

这里我们还给出了它们的图像，如下图 14,进行验证比较，观察发现其具有

良好的近似性。 

 
图 14  临界面 IV处误差分析图 

5.2 问题二：确定 II 层的最优厚度 
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问题二，需要求解 II 层介质最优厚度，是一个最优化问题。 

首先从服装成本与穿着舒适度两个方面讨论“最优”标准的制定，确定优化

问题的目标为 II 层介质厚度最小。 

其次，考虑问题二关于假人皮肤外侧温度的两个要求，同时基于问题一建立

的基于热传导方程的温度分布模型，确定最优化问题的约束条件，从而建立 II

层最优厚度的单变量优化模型。 

最后，问题二模型的求解，利用循环遍历的变步长枚举法，对 II 层介质的所

有可能厚度进行遍历，求出满足约束条件的最小厚度。 

5.2.1 “最优”厚度标准的制定 

（1）从成本方面考虑：专用服装的制作成本与其织物材料的厚度成正比，因而

在满足问题二要求的前提下，II层介质厚度越小，服装成本越低，认为达到最优

厚度。 

（2）从穿着舒适度方面考虑：在其他三层介质厚度确定的条件下，II层介质厚

度越小，服装总体厚度越小，穿着越舒适，认为达到最优厚度。 

 因此，从成本和穿着舒适度方面综合考虑，II介质的最优厚度是其满足约束

条件的最小厚度。 

5.2.2 约束条件的确定 

Step1：确定保证工作60分钟时，假人皮肤外侧温度不超过47 C 的约束条件 

外界温度始终大于皮肤层温度，在这个热传导过程中，皮肤层温度随时间升

高， 因此只要保证最大工作时间t=3600s时，皮肤层温度不超过47 C ，即： 
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其中，
4

1

i

i

L
=

  表示为四层介质的总厚度。 

Step2：确定皮肤外侧温度超过44 C 的时间不超过5分钟的约束条件 

皮肤层温度的变化趋势是随时间一直增长，直至达到稳定状态。由于限定工

作总时长为60分钟，为保证温度超过44 C 的时间不超过5分钟的约束条件，只要

保证临界状态55分钟即t=3300s时，皮肤层温度不超过44 C 即可。约束条件表达

式为： 
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其中，
4

1

i

i

L
=

  表示为四层介质的总厚度。 

 由（32）式和（33）式可得，II 层的最优厚度的优化问题约束条件为： 
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5.2.3 II层最优厚度的单目标优化模型的建立 

 下面结合问题一的基于热传导方程的温度分布模型，建立 II 层最优厚度的单

目标优化模型。 

 基于热传导方程的温度分布模型是解决问题二的基础，因此在问题二的约束

条件也应该包括问题一所建立的热传导方程及其初边值条件和耦合条件，综合考

虑为满足的问题二要求所确定的约束条件，给出 II 层最优厚度的优化模型如下： 
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5.2.4 II 层最优厚度的优化模型的求解 
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本文采用变步长枚举法对（35）式中的 2L  进行确定，借助 matlab 遍历搜寻

最优解，本题中枚举法的算法流程如图 15 所示。 

 

图 15  问题二算法流程图 

首先，本题选取大步长
1 0.5l mm = ，对 0.6~25mm 范围进行初次遍历，求得

满足约束条件的介质 II 厚度的初步范围[19.1,19.6]。 

其次，对范围在 0.6-25 的 II 层介质厚度进行步长为 0.1 的枚举遍历，得到 0.1

精度下满足约束条件（35）的 II 介质的最优厚度 2 19.3L mm= 。  

综上，问题二的求解结果为：满足两个约束条件的 II 介质最佳厚度为

2 19.3L mm= 。 

5.2.4 问题二模型的求解的灵敏度分析 

在问题二中，探究在不同温度下最优厚度的变化来探究其灵敏度，我们将温

度从 65 一直到 69 进行变化，步长 0.5，逐步探究 II 层最优解的厚度，我们发现

温度的升高，最优厚度也不断增高且近似于线性，可以说明最优厚度的灵敏度。 
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图 16  II 层介质最优厚度的灵敏度分析 

5.3 问题三： II 、 IV 层最优厚度的优化模型 

 问题三区别于问题二，是一个多目标优化模型。对于问题三，模型的建立与

求解主要分为以下步骤： 

首先，从服装成本与穿着舒适度两个方面考虑，分别制定出不同方面的“最

优”厚度标准，确定多变量优化问题的两个不同的目标。 

其次，基于问题一建立的四层耦合介质的温度分布模型，考虑问题三提出的

两个要求，给出最优化问题的约束条件，分别建立目标是服装成本最低和穿着舒

适度最高的两个 II、IV 层厚度优化模型。 

最后，问题三模型的求解，采用循环遍历的枚举法，借助 matlab 对 II 介质

与 IV 介质厚度同时进行双重循环遍历，搜寻服装成本最低和穿着舒适度最高这

两个目标下 II、IV 层介质的最优厚度。 

5.3.1 “最优”厚度标准的制定 

（1）从成本方面考虑：专用服装的制作成本与其织物材料的厚度成正比，IV层

为空气介质，无需织物材料，因而服装成本只与II层介质的厚度有关，II层介质

厚度越小，服装成本越低，认为达到最优厚度。 

（2）从穿着舒适度方面考虑：在I、III层介质厚度确定的条件下，II层介质与IV

层介质总厚度越小，服装总体厚度越小，穿着越舒适，认为达到最优厚度。 

5.3.2 约束条件的确定 

Step1：确定保证工作30分钟时，假人皮肤外侧温度不超过47 C 的约束条件 

外界温度始终大于皮肤层温度，在这个热传导过程中，皮肤表面温度随时间

升高。因此只要保证最大工作时间t=1800s时，皮肤层温度不超过47 C ： 
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其中，
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=

  表示为四层介质的总厚度。 

满足这个条件，即可满足工作的前60分钟内皮肤层温度始终不超过47 C 。 

Step2：确定皮肤外侧温度超过44 C 的时间不超过5分钟的约束条件 
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皮肤层温度的变化趋势是随时间一直增长，直至达到稳定状态。由于限定工

作总时长为30分钟，为保证温度超过44 C 的时间不超过5分钟的约束条件，只要

保证临界状态25分钟即t=1500s时，皮肤层温度不超过44 C 即可。约束条件表达

式为： 
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其中，
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  表示为四层介质的总厚度。 

由（32）式和（33）式可得，II、IV 层的最优厚度的多目标优化问题的约束

条件为： 
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5.3.3 II、IV层最优厚度的多目标优化模型的建立 

 下面结合问题一的基于热传导方程的温度分布模型，建立关于 II、IV 层最优

厚度的多目标优化模型[5]。 

从成本方面考虑，给出 II、IV 层最优厚度的最优化模型的目标为： 

 
2min  L   (41) 

 从穿着舒适度方面考虑，给出 II、IV 层最优厚度的最优化模型的目标为： 

 
2 4min  L L+   (42) 

 基于热传导方程的温度分布模型是解决问题三的基础，因此在问题三中的约

束条件也应该包括问题一所建立的热传导方程及其初边值条件和耦合条件。综合

考虑问题三的所有约束条件。得到 II、IV 层最优厚度的多目标优化模型的约束

条件为： 
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  (43) 

 联立（39）式和（41）式，得到服装成本最低的 II、IV 层最优厚度的多目标

优化模型； 

 联立（40）式和（41）式，得到穿着舒适度最高的 II、IV 层最优厚度的多目

标优化模型。 

5.3.4 II、IV层最优厚度的多目标优化模型的求解 

问题三的求解采用与 5.2.4 节相同的思想，对服装成本最低的优化模型和穿

着舒适度最高的优化模型分别进行求解。 

本题采用变步长枚举法，借助 matlab 对 II 介质与 IV 介质同时进行双重循环

遍历，搜寻服装成本最低和穿着舒适度最高这两种不同目标下 II，IV 介质的最

优厚度。具体算法如下图 17 所示： 
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图 17  问题三算法流程图 

首先，设计双重 for 循环，遍历得到满足所有约束条件的 II 介质、IV 介质的

厚度数对 ( )2 4,L L 。 

其次，因为 IV 层介质为空气层，不计成本。所以，从成本角度出发，如果

要达到成本最低，在 I、III 介质层厚度已知的情况下，只需要 II 介质层的厚度最

低即可。 

然后，从最佳穿着舒适度的角度出发，衣服越轻薄舒适度越高，则只需要 II、

IV 层介质的总厚度最低即可。 

最后，得到满足不同优化目标的 II、IV 层介质的最优厚度。求得两种目标下

的 II，IV 层介质的初步最优解如下表 3： 

表 3  II、IV 层最优厚度的多目标优化模型初步求解结果 

优化目标 最优解1 最优解2 

成本最低 2 4=21.7 6.4L L =   

舒适度最佳 2 4=21.7 6.4L L =  
2 4=21.8 6.3L L =  

 比较舒适度最佳的两个最优解，显然最优解 1 的服装成本低于最优解 2 的服

装成本。因此，在相同舒适度情况下，成本较低的最优解 1 是多目标优化模型的

整体最优解。 

因此，问题三的 II、IV 介质最优厚度为：
2 4=21.7 6.4L L =， 。 

5.3.5 问题三模型的检验 

在问题三中，对最优厚度的变化进行进一步的验证，对 II 层中最优解中的

21.8mm 进行适当的降低，同时，保持 IV 层中最优解 6.4mm 不变，可以发现在

第 25 分钟时，假人皮肤表面温度超过了 44℃，不再满足题目中的条件。 

同样，II 层中保持最优解中 21.8mm 不变，降低 IV 层中最优解 6.4mm，同样

发现在第 25 分钟时，假人皮肤温度已经超过了 44℃，不再满足题目中的条件。 
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同样，如果同时降低 II 层中最优解和 IV 层中最优解，肯定会导致假人皮肤

外侧温度超过 44℃的时间超过 5 分钟，因此，可以验证最优解的正确性。 

六、模型评价 

6.1 模型的优点 

（1）根据不同介质的物理性质建立热传导方程，考虑导热临界面上热流量密度

与温度相同，提出了多层介质的耦合处理方法，模型创新性好。 

（2）问题一中的转化系数 h 的确定和问题二、三中的介质最优厚度的求解均采

用变步长多次枚举法遍历求得，模型求解速度快，精度高。 

（3）利用隐式向后差分格式对连续的模型进行离散化处理从而进行数值求解，

离散格式无条件稳定，求解精度较好。 

6.2 模型的缺点 

 问题三模型求解时，为获得较高精度，采用极小步长遍历搜寻最优解，容易

导致程序运行缓慢。 

6.3 模型的改进方案 

 在第一问，基于热传导方程的温度分布模型的求解过程中，可以用 C-N格式

（Crank-Nicolson 差分格式）代替隐式向后差分格式，获得截断误差更小的数值

解。 
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附录一：求解问题一中空气系数的范围（matlab 程序） 

 

clear;%清除工作区变量 

clc;%清屏 

close all;%关闭所有图形窗口 

z=[]; 

for h=8:0.01:9 %确定空气交换系数范围 

%% 材料参数输入 

m1=6;m2=60;m3=36;m4=50;% 分别对四种介质分割 

m=m1+m2+m3+m4;% 介质分割和 

n=5400;% 对时间分割 

t=5400;% 总时长 

l1=0.6/1000;l2=6/1000;l3=3.6/1000;l4=5/1000;% 四种材料厚度 

lam_1=0.082;lam_2=0.37;lam_3=0.045;lam_4=0.028;% 四种材料的热传导率 

de_1=300;de_2=862;de_3=74.2;de_4=1.18;% 四种材料的密度 

c1=1377;c2=2100;c3=1726;c4=1005;% 四种材料的比热容 

%% 计算热扩散率 

a1=lam_1/(c1*de_1);% I 层材料的热扩散率 

a2=lam_2/(c2*de_2);% II 层材料的热扩散率 

a3=lam_3/(c3*de_3);% III 层材料的热扩散率 

a4=lam_4/(c4*de_4);% IV 层材料的热扩散率 

  

%% 材料长度分割和时间步长分割求解 

derta_x1=l1/m1;% I 层材料的分割长度 

derta_x2=l2/m2;% II 层材料的分割长度 

derta_x3=l3/m3;% III 层材料的分割长度 

derta_x4=l4/m4;% IV 层材料的分割长度 

derta_t=t/n;% 时间步长分割 

  

%% 计算各层介质剖分的步长比 

r1=derta_t/derta_x1^2*a1;% 第 I 层介质剖分的步长比 

r2=derta_t/derta_x2^2*a2;% 第 II 层介质剖分的步长比 

r3=derta_t/derta_x3^2*a3;% 第 III 层介质剖分的步长比 

r4=derta_t/derta_x4^2*a4;% 第 IV 层介质剖分的步长比 

  

u=zeros(m+1,n+1);% 定义四层耦合介质温度分布矩阵 

%% 初始条件和边界条件 

u(:,1)=37;%初始条件 

u(1,:)=75;%边界条件 

  

%% 差分格式的系数矩阵的构造 

A=zeros(m,m); 
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for i=1:m1-1 

 A(i,i)=1+2*r1; 

 A(i,i+1)=-r1; 

if i>=2 

A(i,i-1)=-r1; 

end 

end 

A(m1,m1)=(lam_1/derta_x1+lam_2/derta_x2); 

A(m1,m1-1)=-lam_1/derta_x1; 

  

附录二：在已知空气系数范围下求解问题一中空气系数的精确值（matlab 程序） 

 

clear;%清除工作区变量 

clc;%清屏 

close all;%关闭所有图形窗口 

  

z=[]; 

for h=8.61:0.0001:8.63 %确定空气交换系数 

%% 材料参数输入 

m1=6;m2=60;m3=36;m4=50;% 分别对四种介质分割 

m=m1+m2+m3+m4;% 介质分割和 

n=5400;% 对时间分割 

t=5400;% 总时长 

l1=0.6/1000;l2=6/1000;l3=3.6/1000;l4=5/1000;% 四种材料厚度 

lam_1=0.082;lam_2=0.37;lam_3=0.045;lam_4=0.028;% 四种材料的热传导率 

de_1=300;de_2=862;de_3=74.2;de_4=1.18;% 四种材料的密度 

c1=1377;c2=2100;c3=1726;c4=1005;% 四种材料的比热容 

  

%% 计算热扩散率 

a1=lam_1/(c1*de_1);% I 层材料的热扩散率 

a2=lam_2/(c2*de_2);% II 层材料的热扩散率 

a3=lam_3/(c3*de_3);% III 层材料的热扩散率 

a4=lam_4/(c4*de_4);% IV 层材料的热扩散率 

  

%% 材料长度分割和时间步长分割求解 

derta_x1=l1/m1;% I 层材料的分割长度 

derta_x2=l2/m2;% II 层材料的分割长度 

derta_x3=l3/m3;% III 层材料的分割长度 

derta_x4=l4/m4;% IV 层材料的分割长度 

derta_t=t/n;% 时间步长分割 

  

%% 计算各层介质剖分的步长比 
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r1=derta_t/derta_x1^2*a1;% 第 I 层介质剖分的步长比 

r2=derta_t/derta_x2^2*a2;% 第 II 层介质剖分的步长比 

r3=derta_t/derta_x3^2*a3;% 第 III 层介质剖分的步长比 

r4=derta_t/derta_x4^2*a4;% 第 IV 层介质剖分的步长比 

  

u=zeros(m+1,n+1);% 定义四层耦合介质温度分布矩阵 

%% 初始条件和边界条件 

u(:,1)=37;%初始条件 

u(1,:)=75;%边界条件 

  

%% 差分格式的系数矩阵的构造 

A=zeros(m,m); 

for i=1:m1-1 

 A(i,i)=1+2*r1; 

 A(i,i+1)=-r1; 

if i>=2 

A(i,i-1)=-r1; 

end 

end 

A(m1,m1)=(lam_1/derta_x1+lam_2/derta_x2); 

A(m1,m1-1)=-lam_1/derta_x1; 

A(m1,m1+1)=-lam_2/derta_x2; 

  

for i=m1+1:m1+m2-1 

A(i,i)=1+2*r2; 

 A(i,i+1)=-r2;     

A(i,i-1)=-r2; 

end 

A(m1+m2,m1+m2)=(lam_2/derta_x2+lam_3/derta_x3); 

A(m1+m2,m1+m2-1)=-lam_2/derta_x2; 

A(m1+m2,m1+m2+1)=-lam_3/derta_x3; 

  

for i=m1+m2+1:m1+m2+m3-1 

A(i,i)=1+2*r3; 

 A(i,i+1)=-r3;     

A(i,i-1)=-r3; 

end 

A(m1+m2+m3,m1+m2+m3)=(lam_3/derta_x3+lam_4/derta_x4); 

A(m1+m2+m3,m1+m2+m3-1)=-lam_3/derta_x3; 

A(m1+m2+m3,m1+m2+m3+1)=-lam_4/derta_x4; 

  

for i=m1+m2+m3+1:m1+m2+m3+m4-1 
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A(i,i)=1+2*r4; 

A(i,i-1)=-r4; 

A(i,i+1)=-r4;     

end 

A(m,m)=h+lam_4/derta_x4; 

A(m,m-1)=-lam_4/derta_x4; 

  

%% 构造右端项 

for k=2:n+1  

b=zeros(m,1); 

for i=2:m-1 

b(i,1)=u(i+1,k-1); 

end 

b(1,1)=u(2,k-1)+r1*u(1,k); 

b(m1,1)=0; 

b(m1+m2,1)=0; 

b(m1+m2+m3,1)=0; 

b(m,1)=37*h; 

  

%% 追赶法求解 

bb=diag(A)'; 

aa=[0,diag(A,-1)']; 

c=diag(A,1)'; 

N=length(bb); 

L=zeros(N); 

uu0=0;y0=0;aa(1)=0; 

L(1)=bb(1)-aa(1)*uu0; 

y(1)=(b(1)-y0*aa(1))/L(1); 

uu(1)=c(1)/L(1); 

for i=2:(N-1) 

L(i)=bb(i)-aa(i)*uu(i-1); 

y(i)=(b(i)-y(i-1)*aa(i))/L(i); 

uu(i)=c(i)/L(i); 

end 

L(N)=bb(N)-aa(N)*uu(N-1); 

y(N)=(b(N)-y(N-1)*aa(N))/L(N); 

x(N)=y(N); 

for i=(N-1):-1:1 

x(i)=y(i)-uu(i)*x(i+1); 

end 

u(2:m+1,k)=x'; 

end 
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q=u(m+1,t+1)-48.08; 

z=[z q]; 

[d p]=min(abs(z)); 

end 

  

fprintf('空气交换系数：\n') 

fprintf('    %.4f\n',8.61+0.0001*p) 

  

附录三：求解问题一中温度分布矩阵，同时绘制温度分布图和部分位置温度分布 

图，其中生成题目中所要求的 Excle 文件 problem1（matlab 程序） 

 

 

clear;%清除工作区变量 

clc;%清屏 

close all;%关闭所有图形窗口 

  

z=[]; 

h=8.6125; %空气交换系数 

%% 材料参数输入 

m1=6;m2=60;m3=36;m4=50;% 分别对四种介质分割 

m=m1+m2+m3+m4;% 介质分割和 

n=5400;% 对时间分割 

t=5400;% 总时长 

l1=0.6/1000;l2=6/1000;l3=3.6/1000;l4=5/1000;% 四种材料厚度 

lam_1=0.082;lam_2=0.37;lam_3=0.045;lam_4=0.028;% 四种材料的热传导率 

de_1=300;de_2=862;de_3=74.2;de_4=1.18;% 四种材料的密度 

c1=1377;c2=2100;c3=1726;c4=1005;% 四种材料的比热容 

  

%% 计算热扩散率 

a1=lam_1/(c1*de_1);% I 层材料的热扩散率 

a2=lam_2/(c2*de_2);% II 层材料的热扩散率 

a3=lam_3/(c3*de_3);% III 层材料的热扩散率 

a4=lam_4/(c4*de_4);% IV 层材料的热扩散率 

  

%% 材料长度分割和时间步长分割求解 

derta_x1=l1/m1;% I 层材料的分割长度 

derta_x2=l2/m2;% II 层材料的分割长度 

derta_x3=l3/m3;% III 层材料的分割长度 

derta_x4=l4/m4;% IV 层材料的分割长度 

derta_t=t/n;% 时间步长分割 

  

%% 计算各层介质剖分的步长比 
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r1=derta_t/derta_x1^2*a1;% 第 I 层介质剖分的步长比 

r2=derta_t/derta_x2^2*a2;% 第 II 层介质剖分的步长比 

r3=derta_t/derta_x3^2*a3;% 第 III 层介质剖分的步长比 

r4=derta_t/derta_x4^2*a4;% 第 IV 层介质剖分的步长比 

  

u=zeros(m+1,n+1);% 定义四层耦合介质温度分布矩阵 

%% 初始条件和边界条件 

u(:,1)=37;%初始条件 

u(1,:)=75;%边界条件 

  

%% 差分格式的系数矩阵的构造 

A=zeros(m,m); 

for i=1:m1-1 

 A(i,i)=1+2*r1; 

 A(i,i+1)=-r1; 

if i>=2 

A(i,i-1)=-r1; 

end 

end 

A(m1,m1)=(lam_1/derta_x1+lam_2/derta_x2); 

A(m1,m1-1)=-lam_1/derta_x1; 

A(m1,m1+1)=-lam_2/derta_x2; 

  

for i=m1+1:m1+m2-1 

A(i,i)=1+2*r2; 

 A(i,i+1)=-r2;     

A(i,i-1)=-r2; 

end 

A(m1+m2,m1+m2)=(lam_2/derta_x2+lam_3/derta_x3); 

A(m1+m2,m1+m2-1)=-lam_2/derta_x2; 

A(m1+m2,m1+m2+1)=-lam_3/derta_x3; 

  

for i=m1+m2+1:m1+m2+m3-1 

A(i,i)=1+2*r3; 

 A(i,i+1)=-r3;     

A(i,i-1)=-r3; 

end 

A(m1+m2+m3,m1+m2+m3)=(lam_3/derta_x3+lam_4/derta_x4); 

A(m1+m2+m3,m1+m2+m3-1)=-lam_3/derta_x3; 

A(m1+m2+m3,m1+m2+m3+1)=-lam_4/derta_x4; 

  

for i=m1+m2+m3+1:m1+m2+m3+m4-1 
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A(i,i)=1+2*r4; 

A(i,i-1)=-r4; 

 A(i,i+1)=-r4;     

end 

A(m,m)=h+lam_4/derta_x4; 

A(m,m-1)=-lam_4/derta_x4; 

  

%% 构造右端项 

for k=2:n+1  

b=zeros(m,1); 

for i=2:m-1 

b(i,1)=u(i+1,k-1); 

end 

b(1,1)=u(2,k-1)+r1*u(1,k); 

b(m1,1)=0; 

b(m1+m2,1)=0; 

b(m1+m2+m3,1)=0; 

b(m,1)=37*h; 

  

%% 追赶法求解 

bb=diag(A)'; 

aa=[0,diag(A,-1)']; 

c=diag(A,1)'; 

N=length(bb); 

L=zeros(N); 

uu0=0;y0=0;aa(1)=0; 

L(1)=bb(1)-aa(1)*uu0; 

y(1)=(b(1)-y0*aa(1))/L(1); 

uu(1)=c(1)/L(1); 

for i=2:(N-1) 

L(i)=bb(i)-aa(i)*uu(i-1); 

y(i)=(b(i)-y(i-1)*aa(i))/L(i); 

uu(i)=c(i)/L(i); 

end 

L(N)=bb(N)-aa(N)*uu(N-1); 

y(N)=(b(N)-y(N-1)*aa(N))/L(N); 

x(N)=y(N); 

for i=(N-1):-1:1 

x(i)=y(i)-uu(i)*x(i+1); 

end 

u(2:m+1,k)=x'; 

end 
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%% 绘制不同时刻不同厚度温度分布图 

x=1:1:m+1; 

t=1:1:t+1; 

surf(t,x,u) 

shading interp 

xlabel('t') 

ylabel('x') 

zlabel('u') 

  

u=round(u,2); 

xlswrite('不同时间不同厚度下的温度分布.xlsx',u)% 生成温度分布的 excle 文件 

  

%% 四个临界面下的部分温度分布表 

U=zeros(5401,4); 

U(:,1)=u(m1+1,:)'; 

U(:,2)=u(m1+m2+1,:)'; 

U(:,3)=u(m1+m2+m3+1,:)'; 

U(:,4)=u(m1+m2+m3+m4+1,:)'; 

  

xlswrite('problem1.xlsx',U)% 存储生成四个临界面下的部分温度分布表于

problem1 

  

figure 

subplot(2,2,1) 

plot(U(:,1),'r') 

xlabel('t');ylabel('u'); 

title('临界面 I') 

axis([0 5400 30 80]) 

subplot(2,2,2) 

plot(U(:,2),'r') 

xlabel('t');ylabel('u'); 

title('临界面 II') 

axis([0 5400 30 80]) 

subplot(2,2,3) 

plot(U(:,3),'r') 

title('临界面 III') 

axis([0 5400 30 80]) 

xlabel('t');ylabel('u'); 

subplot(2,2,4) 

plot(U(:,4),'r') 

title('临界面 IV') 
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axis([0 5400 30 80]) 

xlabel('t');ylabel('u'); 

 

附录四：求解问题二中的 II层的最优厚度（matlab 程序） 

 

 

clear;%清除工作区变量 

clc;%清屏 

close all;%关闭所有图形窗口 

  

%% 材料参数输入 

m1=6;m2=60;m3=36;m4=50;%分别对四种介质分割 

m=m1+m2+m3+m4;%介质分割和 

n=3600;%对时间分割 

t=3600;%总时长 

h=8.6125;%空气交换系数 

l1=0.6/1000;l3=3.6/1000;l4=5.5/1000;%材料厚度 

lam_1=0.082;lam_2=0.37;lam_3=0.045;lam_4=0.028;%四种材料的热传导率 

de_1=300;de_2=862;de_3=74.2;de_4=1.18;%四种材料的密度 

c1=1377;c2=2100;c3=1726;c4=1005;%四种材料的比热容 

  

%% 计算热扩散率 

a1=lam_1/(c1*de_1);%I 层材料的热扩散率 

a2=lam_2/(c2*de_2);%II 层材料的热扩散率 

a3=lam_3/(c3*de_3);%III 层材料的热扩散率 

a4=lam_4/(c4*de_4);%IV 层材料的热扩散率 

  

optimum=[];%c 存储满足条件的 l2 长度 

for l2=(0.6:0.1:25)/1000 

%% 材料长度分割和时间步长分割求解 

derta_x1=l1/m1;%I 层材料的分割长度 

derta_x2=l2/m2;%II 层材料的分割长度 

derta_x3=l3/m3;%III 层材料的分割长度 

derta_x4=l4/m4;%IV 层材料的分割长度 

derta_t=t/n;%时间步长分割 

  

%% 计算各层介质剖分的步长比 

r1=derta_t/derta_x1^2*a1;%第 I 层介质剖分的步长比 

r2=derta_t/derta_x2^2*a2;%第 II 层介质剖分的步长比 

r3=derta_t/derta_x3^2*a3;%第 III 层介质剖分的步长比 

r4=derta_t/derta_x4^2*a4;%第 IV 层介质剖分的步长比 
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u=zeros(m+1,n+1);%定义四层耦合介质温度分布矩阵 

%% 初始条件和边界条件 

u(:,1)=37;%初始条件 

u(1,:)=65;%边界条件 

  

%% 差分格式的系数矩阵 

A=zeros(m1+m2+m3+m4,m1+m2+m3+m4); 

for i=1:m1-1 

 A(i,i)=1+2*r1; 

 A(i,i+1)=-r1; 

if i>=2 

A(i,i-1)=-r1; 

end 

end 

A(m1,m1)=(lam_1/derta_x1+lam_2/derta_x2); 

A(m1,m1-1)=-lam_1/derta_x1; 

A(m1,m1+1)=-lam_2/derta_x2; 

  

for i=m1+1:m1+m2-1 

A(i,i)=1+2*r2; 

 A(i,i+1)=-r2;     

A(i,i-1)=-r2; 

end 

A(m1+m2,m1+m2)=(lam_2/derta_x2+lam_3/derta_x3); 

A(m1+m2,m1+m2-1)=-lam_2/derta_x2; 

A(m1+m2,m1+m2+1)=-lam_3/derta_x3; 

  

for i=m1+m2+1:m1+m2+m3-1 

A(i,i)=1+2*r3; 

 A(i,i+1)=-r3;     

A(i,i-1)=-r3; 

end 

A(m1+m2+m3,m1+m2+m3)=(lam_3/derta_x3+lam_4/derta_x4); 

A(m1+m2+m3,m1+m2+m3-1)=-lam_3/derta_x3; 

A(m1+m2+m3,m1+m2+m3+1)=-lam_4/derta_x4; 

  

for i=m1+m2+m3+1:m1+m2+m3+m4-1 

A(i,i)=1+2*r4; 

A(i,i-1)=-r4; 

 A(i,i+1)=-r4;     

end 
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A(m,m)=h+lam_4/derta_x4; 

A(m,m-1)=-lam_4/derta_x4; 

  

%% 追赶法求解 

for k=2:n+1 

    k; 

b=zeros(m,1); 

for i=2:m-1 

b(i,1)=u(i+1,k-1); 

end 

b(1,1)=u(2,k-1)+r1*u(1,k); 

b(m1,1)=0; 

b(m1+m2,1)=0; 

b(m1+m2+m3,1)=0; 

b(m,1)=37*h; 

bb=diag(A)'; 

aa=[0,diag(A,-1)']; 

c=diag(A,1)'; 

N=length(bb); 

L=zeros(N); 

uu0=0;y0=0;aa(1)=0; 

L(1)=bb(1)-aa(1)*uu0; 

y(1)=(b(1)-y0*aa(1))/L(1); 

uu(1)=c(1)/L(1); 

for i=2:(N-1) 

L(i)=bb(i)-aa(i)*uu(i-1); 

y(i)=(b(i)-y(i-1)*aa(i))/L(i); 

uu(i)=c(i)/L(i); 

end 

L(N)=bb(N)-aa(N)*uu(N-1); 

y(N)=(b(N)-y(N-1)*aa(N))/L(N); 

x(N)=y(N); 

for i=(N-1):-1:1 

x(i)=y(i)-uu(i)*x(i+1); 

end 

u(2:m+1,k)=x'; 

end 

if u(m+1,3600)<=47&u(m+1,3301)<=44 

    optimum=[optimum l2*1000]; 

end 

end 
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[p q]=min(optimum); 

fprintf('II 层材料的最优厚度：\n') 

fprintf('  %.1fmm\n',p) 

  

附录五：求解问题三中第 II层和第 IV层的最优厚度（matlab 程序） 

 

 

clear;%清除工作区变量 

clc;%清屏 

close all;%关闭所有图形窗口 

  

%% 材料参数输入 

m1=6;m2=60;m3=36;m4=50;%分别对四种介质分割 

m=m1+m2+m3+m4;%介质分割和 

n=1800;%对时间分割 

t=1800;%总时长 

h=8.6125;%空气交换系数 

l1=0.6/1000;l3=3.6/1000;% 材料厚度 

lam_1=0.082;lam_2=0.37;lam_3=0.045;lam_4=0.028;% 四种材料的热传导率 

de_1=300;de_2=862;de_3=74.2;de_4=1.18;% 四种材料的密度 

c1=1377;c2=2100;c3=1726;c4=1005;% 四种材料的比热容 

  

%% 计算热扩散率 

a1=lam_1/(c1*de_1);% I 层材料的热扩散率 

a2=lam_2/(c2*de_2);% II 层材料的热扩散率 

a3=lam_3/(c3*de_3);% III 层材料的热扩散率 

a4=lam_4/(c4*de_4);% IV 层材料的热扩散率 

  

optimum1=[];%存储满足 II 层材料的长度 

optimum2=[];%存储满足 IV 层材料的长度 

for l2=(0.6:0.1:25)/1000 

    for l4=(0.6:0.1:6.4)/1000 

    

%% 材料长度分割和时间步长分割求解 

derta_x1=l1/m1;%I 层材料的分割长度 

derta_x2=l2/m2;%II 层材料的分割长度 

derta_x3=l3/m3;%III 层材料的分割长度 

derta_x4=l4/m4;%IV 层材料的分割长度 

derta_t=t/n;%时间步长分割 

  

%% 计算各层介质剖分的步长比 

r1=derta_t/derta_x1^2*a1;%第 I 层介质剖分的步长比 
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r2=derta_t/derta_x2^2*a2;%第 II 层介质剖分的步长比 

r3=derta_t/derta_x3^2*a3;%第 III 层介质剖分的步长比 

r4=derta_t/derta_x4^2*a4;%第 IV 层介质剖分的步长比 

  

  

u=zeros(m+1,n+1);%定义四层耦合介质温度分布矩阵 

%% 初始条件和边界条件 

u(1,:)=80;%边界条件 

u(:,1)=37;%初始条件 

  

%% 差分格式的系数矩阵 

A=zeros(m1+m2+m3+m4,m1+m2+m3+m4); 

for i=1:m1-1 

 A(i,i)=1+2*r1; 

 A(i,i+1)=-r1; 

if i>=2 

A(i,i-1)=-r1; 

end 

end 

A(m1,m1)=(lam_1/derta_x1+lam_2/derta_x2); 

A(m1,m1-1)=-lam_1/derta_x1; 

A(m1,m1+1)=-lam_2/derta_x2; 

  

for i=m1+1:m1+m2-1 

A(i,i)=1+2*r2; 

 A(i,i+1)=-r2;     

A(i,i-1)=-r2; 

end 

A(m1+m2,m1+m2)=(lam_2/derta_x2+lam_3/derta_x3); 

A(m1+m2,m1+m2-1)=-lam_2/derta_x2; 

A(m1+m2,m1+m2+1)=-lam_3/derta_x3; 

  

for i=m1+m2+1:m1+m2+m3-1 

A(i,i)=1+2*r3; 

 A(i,i+1)=-r3;     

A(i,i-1)=-r3; 

end 

  

A(m1+m2+m3,m1+m2+m3)=(lam_3/derta_x3+lam_4/derta_x4); 

A(m1+m2+m3,m1+m2+m3-1)=-lam_3/derta_x3; 

A(m1+m2+m3,m1+m2+m3+1)=-lam_4/derta_x4; 
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for i=m1+m2+m3+1:m1+m2+m3+m4-1 

A(i,i)=1+2*r4; 

A(i,i-1)=-r4; 

 A(i,i+1)=-r4;     

end 

A(m,m)=h+lam_4/derta_x4; 

A(m,m-1)=-lam_4/derta_x4; 

  

%% 升横右端项 

for k=2:n+1 

    

b=zeros(m,1); 

for i=2:m-1 

b(i,1)=u(i+1,k-1); 

end 

b(1,1)=u(2,k-1)+r1*u(1,k); 

b(m1,1)=0; 

b(m1+m2,1)=0; 

b(m1+m2+m3,1)=0; 

b(m,1)=37*h; 

  

%% 追赶法求解方程 

bb=diag(A)'; 

aa=[0,diag(A,-1)']; 

c=diag(A,1)'; 

N=length(bb); 

L=zeros(N); 

uu0=0;y0=0;aa(1)=0; 

L(1)=bb(1)-aa(1)*uu0; 

y(1)=(b(1)-y0*aa(1))/L(1); 

uu(1)=c(1)/L(1); 

for i=2:(N-1) 

L(i)=bb(i)-aa(i)*uu(i-1); 

y(i)=(b(i)-y(i-1)*aa(i))/L(i); 

uu(i)=c(i)/L(i); 

end 

L(N)=bb(N)-aa(N)*uu(N-1); 

y(N)=(b(N)-y(N-1)*aa(N))/L(N); 

x(N)=y(N); 

for i=(N-1):-1:1 

x(i)=y(i)-uu(i)*x(i+1); 

end 
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u(2:m+1,k)=x'; 

  

end 

if u(m+1,1800)<=47&u(m+1,1501)<=44%控制条件 

    optimum1=[optimum1 l2*1000]; 

    optimum2=[optimum2 l4*1000]; 

end 

    end 

end 

  

q=optimum1+optimum2; 

[p e]=min(optimum1); 

fprintf('l2 最小成本最低时介质 II、介质 IV、总厚度：\n') 

fprintf('   12=%.1f\n',optimum1(e)) 

fprintf('   14=%.1f\n',optimum2(e)) 

fprintf('   12+l4=%.1f\n\n',q(e)) 

  

fprintf('l2+l4 最小厚度最小时介质 II、介质 IV、总厚度：\n') 

fprintf('  12=%.1f   %.1f\n',optimum1(1),optimum1(2)) 

fprintf('  14=%.1f   %.1f\n',optimum2(1),optimum2(2)) 

fprintf('  12+l4=%.1f  %.1f\n',q(1),q(2)) 

 


